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ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ ΕΛΕΓΚΤΩΝ ΓΙΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 
 

Για την βελτίωση των συστηµάτων αυτοµάτου ελέγχου χρησιµοποιούµε τους λεγόµενους ελεγκτές ή 
αντισταθµητές. Οι ελεγκτές ή αντισταθµητές είναι διάφορες διατάξεις (µε προκαθορισµένη δοµή) που τοποθετούµε στον 
απευθείας κλάδο (ελεγκτές σειράς) ή στον κλάδο ανάδρασης (ελεγκτές ανάδρασης)  του κλειστού συστήµατος. Ο πιο 
διαδεδοµένος τύπος ελεγκτού είναι ο ελεγκτής σειράς, αν και σε µερικά συστήµατα (έλεγχος κινητήρων κ.λ.π.) 
χρησιµοποιείται κατ' ανάγκη ο ελεγκτής ανάδρασης και ειδικά ο ελεγκτής ταχύτητας. Ο σχεδιασµός του ελεγκτή έχει 
σκοπό να τροποποιήσει την συνάρτηση ανοικτού βρόχου G(s)F(s)  ώστε το κλειστό σύστηµα να έχει επιθυµητά 
χαρακτηριστικά. Αφού κατ' αυτόν τον τρόπο τροποποιείται η G(s)F(s) ουσιαστικά τροποποιείται η ποσότητα  1+G(s)F(s) 
που καθορίζει τους πόλους του κλειστού συστήµατος. Με λίγα λόγια ο σχεδιασµός του ελεγκτή έχει σκοπό να 
µετακινήσει τους πόλους του κλειστού συστήµατος σε επιθυµητές θέσεις.  

Για τον σχεδιασµό ελεγκτών σειράς χρησιµοποιούµε τυποποιηµένες διατάξεις που ανάλογα µε την µορφή τους 
είναι ο ελεγκτής τριών όρων, ο αντισταθµητής προήγησης φάσης, ο αντισταθµητής προήγησης φάσης  και ο 
αντισταθµητής προήγησης-καθυστέρησης φάσης    
 
Ελεγκτής τριών όρων  
 Ο ελεγκτής τριών όρων είναι ουσιαστικά ένας αντισταθµητής σειράς αφού επεµβαίνει στον απ’ ευθείας κλάδο 
του κλειστού συστήµατος και ρυθµίζει το σήµα u(s) που οδηγεί τον ενεργοποιητή σε ένα σύστηµα λαµβάνοντας υπ’ όψη 
την απόκλιση(σφάλµα) e(s) της εισόδου από την έξοδο. Υπάρχουν πολλές µορφές υλοποίησης ενός τέτοιου ελεγκτή, οι 
πιο διαδεδοµένες είναι οι παρακάτω. 
 
Γενικά κάθε κλειστό σύστηµα µε ελεγκτή σειράς έχει την παρακάτω δοµή. 

Gc(s) Gp(s)
x(s) y(s)

-+ +
e(s) u(s)

F(s)
 

 
Η συνάρτηση µεταφοράς της υπό έλεγχο διαδικασίας είναι Gp(s), η συνάρτηση µεταφοράς του ελεγκτή τριών όρων είναι 
η Gc(s).  
Είναι γνωστό ότι ισχύει  
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Για τη συνάρτηση µεταφοράς του ελεγκτή τριών όρων έχουµε ότι 
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όπου οι διάφορες σταθερές ορίζονται σαν   
kp = Σταθερά δράσης ανάλογου ελέγχου, έχει σχέση µε την απολαβή του ανοικτού βρόχου. 
ki = Σταθερά δράσης ελέγχου ολοκληρώµατος, έχει σχέση µε την κλίση που δηµιουργεί η  ολοκλήρωση. 
kd =Σταθερά δράσης ελέγχου παραγώγου 
ri= Χρόνος επαναφοράς (reset time) σε mins ή secs 
rd=Χρόνος ρυθµού (rate time) σε mins ή secs 
 
Οι πιο διαδεδοµένες µορφές ενός ελεγκτού τριών όρων είναι  
 
•  οπότε έχουµε τον ανάλογο έλεγχο ή απλά   Ι (Proportional) Ελεγκτή pc ksG =)(
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•  οπότε έχουµε τον ανάλογο έλεγχο και έλεγχο παραγώγου ή απλά  P.D  Ελεγκτή [ srkskksG dpdpc +=+= 1)( ]
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 οπότε έχουµε τον ανάλογο έλεγχο + έλεγχο ολοκληρώµατος +έλεγχο 

παραγώγου  ή απλά  P.Ι.D  Ελεγκτή ή ελεγκτή τριών όρων. 
 
Ο λόγος που χρησιµοποιούµε την παραπάνω δοµή είναι λόγω των ιδιοτήτων που προσφέρει ο κάθε όρος. 
 
Ανάλογος έλεγχος kp  Ρυθµίζει το µόνιµο σφάλµα και τείνει να το µηδενίσει αλλά ποτέ δεν το µηδενίζει παραµένει ένα 
µόνιµο σφάλµα ανάλογα µε τον τύπο του συστήµατος. Πιθανόν να µην µπορούµε να επιτύχουµε συγκεκριµένα όρια για 
το σφάλµα αφού δεν µπορούµε να αυξήσουµε το kp πάνω από κάποιο όριο και συγκεκριµένα την κρίσιµη απολαβή. 
• Αν το kp αυξάνει έχουµε αύξηση των ταλαντώσεων και το σύστηµα σβήνει πιο αργά αφού χειροτερεύει η µεταβατική 

συµπεριφορά. 
• Αν το kp αυξάνει έχουµε αύξηση στη φυσική συχνότητα ωn του συστήµατος και µείωση του συντελεστή απόσβεσης ζ. 
• Συνήθως χρησιµοποιείται και ο όρος ανάλογη ζώνη ΡΒ%=100/kp  
 
Ελεγχος ολοκληρώµατος ki/s  Αυξάνει τον τύπο του συστήµατος µε συνέπεια να µηδενίσει το µόνιµο σφάλµα, όµως 
καθώς αυξάνεται το ki µετακινούνται οι επικρατούντες πόλοι επί του Γεωµετρικού τόπου και συνήθως πλησιάζουν τον 
φανταστικό άξονα µε συνέπεια να αυξάνει η φυσική συχνότητα µε απόσβεση του συστήµατος και να δηµιουργούνται 
ταλαντώσεις. Αυτό έχει σαν συνέπεια να µεταβάλλεται προς το χειρότερο η µεταβατική συµπεριφορά. 
• ri είναι ο χρόνος που απαιτείται ο όρος ολοκλήρωσης να γίνει ίσος µε τον ανάλογο έλεγχο για σταθερό σφάλµα. 
• Η δράση ολοκληρώµατος  καθυστερεί τον ανάλογο καθυστερεί τον ανάλογο έλεγχο κατά την ποσότητα ri   
• Η χρήση του ελέγχου αυξάνει το αποδεκτό kp  
• To ki =1/ri εκφράζει επαναλήψεις σε mins ή secs 
•  Αν το ri ελαττωθεί πάρα πολύ τότε η ηµιτονοειδής έξοδος τείνει να κάνει ταλαντώσεις µε συχνότητα µικρότερη της 

κρίσιµης συχνότητας. 
• Ο όρος του ολοκληρώµατος λόγω της εξασθένησης που εισάγει έχει σαν αποτέλεσµα να µειώνεται η φυσική 

συχνότητα µε απόσβεση του συστήµατος, οπότε το σύστηµα παρουσιάζει µεγάλη υπερύψωση µε αποτέλεσµα να 
αυξάνει ο αριθµός των ταλαντώσεων και να χειροτερεύει η µεταβατική συµπεριφορά. 

 
Ελεγχος παραγώγου kds  βελτιώνει τη µεταβατική συµπεριφορά, αφού αποµακρύνει τους επικρατούντες πόλους από τον 
φανταστικό άξονα και χειροτερεύει την µόνιµη συµπεριφορά  

• Η δράση της παραγώγου ενισχύει το θόρυβο και γιαυτό βάζουµε φίλτρο και ο όρος της παραγώγου γίνεται 
as
skd

+1
µε 

α≈0.2. 
• Ο έλεγχος παραγώγου βοηθάει στις αργές διαδικασίες αφού δρα προβλεπτικά στο σφάλµα και δίνει σήµα στον 

ενεργοποιητή για βελτίωση της µεταβατικής συµπεριφοράς. 
• Το rd είναι ο απαιτούµενος χρόνος που χρειάζεται ώστε η συνεισφορά του όρου της παραγώγου να γίνει ίση µε τη 

συνεισφορά του αναλόγου ελέγχου όταν έχουµε είσοδο ράµπας. 
• Η δράση της παραγώγου προκαλεί προήγηση του αναλόγου ελέγχου κατά την ποσότητα rd. 
• Αν δεν υπάρχει θόρυβος η δράση της παραγώγου µειώνει το kp. 
• Η δράση του ελέγχου παραγώγισης µειώνει την µεγάλη υπερύψωση και το σύστηµα ανταποκρίνεται πιό γρήγορα. 
 
 
 ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ P.I.D ΕΛΕΓΚΤΩΝ 

Οι µέθοδοι υπολογισµού των παραµέτρων ενός ελεγκτού τριών όρων είναι οι εµπειρικές µέθοδοι και οι 
υπολογιστικές µέθοδοι. Στις εµπειρικές µεθόδους υπολογίζουµε τις παραµέτρους έχοντας την βηµατική απόκριση τους 
συστήµατος ενώ τις περισσότερες φορές είναι άγνωστοι οι επιµέρους συναρτήσεις µεταφοράς του κλειστού συστήµατος. 
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Ο σχεδιασµός του ελεγκτή γίνεται µε την επιθυµία να έχουµε ικανοποιητική υπερύψωση, σχετικά ταχεία απόκριση και 
µικρό µόνιµο σφάλµα.    
 
 1.   ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΚΑΤΑ ZIGLER-NICHOLS 
Αν η βηµατική απόκριση παρουσιάζει κάποια χρονική καθυστέρηση και δεν παρουσιάζονται αποσβενύµενες 
ταλαντώσεις στην έξοδο τότε έχουµε 
• Για ανάλογο έλεγχο βάζουµε kp=1/ab 
• Για ανάλογο-ολοκληρώµατος έλεγχο βάζουµε kp=0,9/ab, ri=3,3a 
• Για ανάλογο-ολοκληρώµατος-παραγώγου έλεγχο βάζουµε kp=1,2/ab, ri=2a, rd=0.5a 
Με a την εκτιµούµενη καθαρή χρονική καθυστέρηση και b τη µέγιστη κλίση της εφαπτοµένης που µπορεί να χαραχθεί 
στη µοναδιαία απόκριση, όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα. Συνήθως η µεθοδολογία αυτή χρησιµοποιείται για την 
περίπτωση που δεν έχουµε υπερύψωση πάνω από 20%. 

Αν η βηµατική απόκριση δεν παρουσιάζει κάποια χρονική 
καθυστέρηση και παρουσιάζονται αποσβενύµενες ταλαντώσεις 
στην έξοδο τότε έχουµε 
• Για ανάλογο έλεγχο βάζουµε kp=0,5kc. 
• Για ανάλογο-ολοκληρώµατος έλεγχο βάζουµε kp=0,45kc, 

ri=0,83kc. 
• Για ανάλογο-ολοκληρώµατος-παραγώγου έλεγχο βάζουµε 

kp=0,6kc, ri=0,5Tc , rd=0,125Tc. 

Με kc την κρίσιµη απολαβή και Tc τη κρίσιµη περίοδο που 
µπορούµε να τα υπολογίσουµε από το γεωµετρικό τόπο ριζών 
για την εν λόγω διαδικασία, ή από τη βηµατική απόκριση 
αυξάνοντας  την ενίσχυση αν είναι δυνατόν χωρίς να 

καταστρέψουµε το σύστηµα λόγω της υπερβολικής ενίσχυσης (k=kc). 

bα

 
Για τον εµπειρικό προσδιορισµό των παραµέτρων ενός ελεγκτή τριών όρων υπάρχει πληθώρα εργασιών ανάλογα µε το 
είδος της διαδικασίας που έχουµε. Με τον εµπειρικό προσδιορισµό επιτυγχάνουµε προσδιορισµό των παραµέτρων για 
γενικές απαιτήσεις (µικρή υπερύψωση, µικρό χρόνο ανόδου, µικρό χρόνο αποκατάστασης, κ.τ.λ) και όχι συγκεκριµένες 
(η υπερύψωση να είναι δεδοµένη, ο χρόνος ανόδου να είναι δεδοµένος, ο χρόνος αποκατάστασης να είναι δεδοµένος, 
κ.τ.λ)    
 
 
2.  ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ  ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΙ ΚΑΙ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΤΟΥ Γ.ΤΟΠΟΥ 

 Σκοπός της παραγράφου αυτής  είναι να µελετήσει ο σπουδαστής τον  προσδιορισµό των παραµέτρων εν πρώτοις 
ενός P, P.D  ελεγκτή  και κατά δεύτερο ενός αντισταθµητή προήγησης φάσης, µε τη βοήθεια του Γεωµετρικού τόπου 
ριζών, ώστε το κλειστό σύστηµα να ικανοποιεί επιθυµητές προδιαγραφές.  

Θα ασχοληθούµε µε τη βελτίωση κλειστών συστηµάτων εισάγοντας ελεγκτή ή αντισταθµητή  στον απ’ ευθείας 
κλάδο . Προφανώς εδώ η αντιστάθµιση περιορίζεται στο σχεδιασµό ενός φίλτρου, που σκοπό έχει να φιλτράρει το 
σφάλµα του συστήµατος και να µας δώσει σήµα κατάλληλο στον ενεργοποιητή της διαδικασίας. Το φιλτράρισµα  αυτό 
έχει σκοπό να αποκόψει τα ανεπιθύµητα και ανεπηρέαστα χαρακτηριστικά του συστήµατος. Θα θεωρήσουµε ότι η 
συνάρτηση µεταφοράς της διαδικασίας είναι γνωστή και θα προσπαθήσουµε να ελέγξουµε το όλο σύστηµα ώστε να 
επιτύχουµε συγκεκριµένες επιθυµητές προδιαγραφές. Θα χρησιµοποιήσουµε τους γνωστούς από την προηγούµενη 
παράγραφο P.I.D ελεγκτές και τους αντισταθµητές προήγησης ή καθυστέρησς φάσης ( για την διευκόλυνση του 
αναγνώστη θα γίνεται διαχωρισµός µεταξύ ελεγκτού και αντισταθµητή). 

Αφού θα εργαστούµε στο πεδίο του χρόνου είναι λογικό να χρησιµοποιήσουµε µεθοδολογίες που σχετίζονται ως 
επί το πλείστον µε τη βηµατική απόκριση που προκύπτουν από τη µελέτη του Γεωµετρικού Τόπου Ριζών. Ως γνωστό ο 
Γεωµετρικός Τόπος Ριζών είναι το γράφηµα των πόλων του κλειστού συστήµατος καθώς µεταβάλλεται η απολαβή Κ του 
ανοικτού βρόχου. 

Ο προσδιορισµός των αντισταθµητών µε βάση τον Γεωµετρικό Τόπο Ριζών είναι µία γραφική µέθοδος και σκοπό 
έχει να προσδιορίσει το µηδενικό και τον πόλο του αντισταθµητή ώστε το κλειστό σύστηµα να έχει επιθυµητές 
προδιαγραφές. Όπως είναι γνωστό από τη µελέτη του Γεωµετρικού Τόπου ενός συστήµατος γνωρίζουµε ότι η 
οποιαδήποτε επιθυµητή προδιαγραφή (π.χ συγκεκριµένος επιθυµητός πόλος) δεν δύναται να επιτευχθεί µε ρύθµιση µόνο 
της απολαβής K. Πράγµατι αν αυξάνουµε την απολαβή του ανοικτού συστήµατος, οι πόλοι του κλειστού συστήµατος 
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βρίσκονται σε προκαθορισµένες θέσεις και συγκεκριµένα διαγράφουν το Γεωµετρικό Τόπο Ριζών. Προκύπτει λοιπόν η 
ανάγκη να διασκευάσουµε τον Τόπο ώστε να περνά από συγκεκριµένα σηµεία στο µιγαδικό επίπεδο που προσδίδουν 
επιθυµητά χαρακτηριστικά στο σύστηµα. Η διασκευή του Γ.Τόπου ώστε να διέρχεται από επιθυµητά σηµεία είναι το 
λογικό επακόλουθο της προσθήκης πόλων και µηδενικών υπό µορφή νέου συστήµατος (του ελεγκτή) σε σειρά µε το 
αρχικό σύστηµα ανοικτού βρόχου. Ο προσδιορισµός των πόλων και µηδενικών των αντισταθµητών είναι θέµα 
διερεύνησης στη παρούσα άσκηση. 

 
Πριν προχωρήσουµε στο σχεδιασµό των ελεγκτών ή αντισταθµητών κρίνεται σκόπιµο να υπενθυµίσουµε τα εξής. 
• Επίδραση στο Γεωµετρικό Τόπο η προσθήκη πόλου. Η προσθήκη ενός πόλου στη συνάρτηση µεταφοράς 

του ανοικτού βρόχου ενός κλειστού συστήµατος έχει σαν αποτέλεσµα ο Γεωµετρικός Τόπος να µετατίθεται προς τα 
δεξιά, τείνει να µειώσει τη σχετική ευστάθεια του συστήµατος και κάνει το σύστηµα να αποκρίνεται µε αργότερο ρυθµό. 
Ας θυµηθούµε επίσης ότι η προσθήκη του I (µόνο όρο ολοκληρώµατος) ελεγκτή προσθέτει πόλο στην αρχή των αξόνων 
κάνοντας το σύστηµα λιγότερο ευσταθές.  

Αν πάρουµε το σύστηµα µε ( )
( 2)(

kGF s
s s s p

=
+ + )

 σαν αρχικό χωρίς µηδενικό στον αριθµητή και στην συνέχεια 

θεωρήσουµε το σύστηµα µας ότι έχει σαν πόλο p  διαδοχικά τα 0, -1 -3 προκύπτουν οι αντίστοιχοι Γ. Τόποι 
 
 

  
  

• Επίδραση στο Γεωµετρικό Τόπο η προσθήκη µηδενικού. Η προσθήκη ενός µηδενικού στη συνάρτηση 
µεταφοράς του ανοικτού βρόχου ενός κλειστού συστήµατος έχει σαν αποτέλεσµα ο Γεωµετρικός Τόπος να µετατίθεται 
προς τα αριστερά, τείνει να αυξήσει τη σχετική ευστάθεια του συστήµατος και κάνει το σύστηµα να αποκρίνεται µε 
γρηγορότερο ρυθµό. Ας θυµηθούµε επίσης ότι η προσθήκη του D (µόνο όρο παραγώγου)  ελεγκτή προσθέτει µηδενικό 
δηµιουργώντας κάποιο βαθµό πρόβλεψης σφάλµατος που τελικά κάνει το σύστηµα ταχύτερο. 

Αν πάρουµε το σύστηµα µε ( )
(1 .2 )(1 0.5 )

kGF s
s s

=
+ + s

 σαν αρχικό χωρίς µηδενικό στον αριθµητή και στην συνέχεια 

θεωρήσουµε το σύστηµα µας ότι έχει σαν µηδενικό διαδοχικά τα 1/0.1, 1/0.2, 1/0.8 προκύπτουν οι αντίστοιχοι Γ. Τόποι 
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 Το ερώτηµα που προκύπτει είναι πότε χρειάζεται διασκευή ο Γεωµετρικός Τόπος και µε ποίο τρόπο 
επιτυγχάνεται; 

1. Η µεταβατική συµπεριφορά του κλειστού συστήµατος είναι ικανοποιητική, αλλά το µόνιµο σφάλµα είναι πολύ 
µεγάλο. Για να µειώσουµε το µόνιµο σφάλµα χρειάζεται αύξηση της απολαβής χωρίς όµως να µειώσουµε τη σχετική 
ευστάθεια σε πολύ µικρά επίπεδα. 

2. Το σύστηµα είναι ευσταθές αλλά η µεταβατική απόκριση δεν είναι ικανοποιητική. Σε αυτή την περίπτωση θα 
πρέπει να µεταθέσουµε τον Γεωµετρικό Τόπο αριστερότερα, να τον αποµακρύνουµε δηλαδή από τον φανταστικό άξονα. 

3. Το σύστηµα είναι ευσταθές, αλλά η µεταβατική και η µόνιµη συµπεριφορά του δεν είναι ικανοποιητική. Θα 
πρέπει λοιπόν ο Γεωµετρικός Τόπος να µετατεθεί προς τα αριστερά και να αυξήσουµε την απολαβή. 

4. Το σύστηµα είναι ασταθές για όλες τις τιµές της απολαβής. Θα πρέπει λοιπόν να διασκευάσουµε το Γεωµετρικό 
Τόπο ώστε τµήµα του κάθε κλάδου του να βρίσκεται στο αριστερό ηµιεπίπεδο µε σκοπό να έχουµε τουλάχιστον υπό 
συνθήκη ευσταθές σύστηµα  

Εάν η επιθυµητή απόκριση είναι υποκρίσιµη, επιλέγουµε την απολαβή του ανοικτού συστήµατος τέτοια ώστε να 
έχουµε δύο µιγαδικούς επικρατούντες πόλους και τους άλλους να βρίσκονται αριστερότερα και σε αρκετή απόσταση από 
τους επικρατούντες. Με αυτό τον τρόπο ουσιαστικά εκµηδενίζεται η συνεισφορά των και κυριαρχεί η συνεισφορά των 
επικρατούντων πόλων. 

 
 Ο P.D ελεγκτής και ο αντισταθµητής προήγησης φάσης, είναι ουσιαστικά ένας αντισταθµητής σειράς αφού 

επεµβαίνει στον απ' ευθείας κλάδο του κλειστού συστήµατος και ρυθµίζει το σήµα u(s) που οδηγεί τον ενεργοποιητή σε 
ένα σύστηµα λαµβάνοντας υπ' όψη την απόκλιση(σφάλµα) e(s) της εισόδου από την έξοδο.  

 
Το κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση έχει την παρακάτω δοµή. 

Gc(s) Gp(s)
x(s) y(s)

-+
+

e(s) u(s)
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Η συνάρτηση µεταφοράς της υπό έλεγχο διαδικασίας είναι Gp(s), η συνάρτηση µεταφοράς του ελεγκτή είναι η 
Gc(s). Γενικά ισχύει  

)()()(
1

)(),()()(
1

1)(

)()()(
1

)(

sxsHsx
GG

G
susxsHsx

GG
se

sxsHsx
GG

GG
sy

u
pc

p
e

pc

y
pc

pc

=
+

==
+

=

=
+

=

 

 
Για τη συνάρτηση µεταφοράς του P.D ελεγκτή έχουµε ότι 

[ ]G s k k s k r sc p d p( ) = + = +1 d  
kp =Σταθερά δράσης ανάλογου ελέγχου, έχει σχέση µε την απολαβή του ανοικτού βρόχου. 
kd =Σταθερά δράσης ελέγχου παραγώγου 
 
Για τον  αντισταθµητή προήγησης έχουµε ότι   

Ts
Τs

s
ssGc +

+
=

+
+

=
1

11
π

)( λ
λ

µ
  µε µ<π , επειδή το µηδενικό –µ είναι µεγαλύτερο του πόλου –π γιαυτό έχουµε και την 

ονοµασία αντισταθµητής προήγησης φάσης.  
Συνήθως για τον υλοποίηση του αντισταθµητή προήγησης χρησιµοποιείται παθητικό δικτύωµα µε αντιστάσεις και 

πυκνωτές, οπότε  χρησιµοποιούµε την µορφή  

Ts
ΤssGc +

+
=

1
11)( λ

λ
 µε το αντίστοιχο δικτύωµα που απεικονίζεται δίπλα και 

1 2 1 2

2 1

, 1

2

R R R RT C
R R R

λ +
= =

+
. Παρατηρούµε ότι το δικτύωµα λόγω κατασκευής εισάγει 

εξασθένηση 1/λ, οπότε στην υλοποίηση ακολουθείται από ενισχυτή µε απολαβή Α για τον 
προσδιορισµό της αντίστοιχης απολαβής. Για τον αντισταθµητή προήγησης φάσης έχουµε 
ότι εισάγει ένα µηδενικό στο σηµείο -1/λΤ και πόλο στο σηµείο -1/Τ. Υπενθυµίζουµε ότι 
ο αντισταθµητής προήγησης φάσης είναι στην ουσία P.D ελεγκτής µε φίλτρο.  

 
   

Αντιστάθµιση µε Ανάλογο Ελεγχο  
Είναι γνωστό από τα προηγούµενα ότι ο ανάλογος έλεγχος Kp είναι στην ουσία καθαρός έλεγχος απολαβής. Με 

την αύξηση της απολαβής µπορούµε να επιτύχουµε µείωση του µόνιµου σφάλµατος, αλλά χειροτερεύει η µεταβατική 
συµπεριφορά. Καθώς αυξάνεται το Κ κινούνται οι πόλοι του κλειστού συστήµατος και κατά κανόνα οδεύουν προς τον 
φανταστικό άξονα µε συνέπεια να αυξάνονται η ιδιοσυχνότητα ωη και η ιδοσυχνότητα µε απόσβεση ωd του συστήµατος 
και να µειώνεται ο συντελεστής απόσβεσης ζ. Μπορούµε λοιπόν να προσδιορίσουµε επί του Γεωµετρικού Τόπου πόλους 
µε συγκεκριµένες προδιαγραφές µόνιµου σφάλµατος και µεταβατικής συµπεριφοράς. 

Ο τρόπος υπολογισµού της απαιτούµενης απολαβής για τις απαιτούµενες προδιαγραφές φαίνεται στα επόµενα 
παραδείγµατα.  
Παράδειγµα.   ∆ίνεται το κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση και συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου 

την 
)2(

)(
+

=
ss
KsG . Ζητείται να υπολογιστεί η τιµή του ανάλογου ελέγχου ώστε  το κλειστό σύστηµα να έχει επικρατούντες 

πόλους µε συντελεστή απόσβεσης ζ=0,45.  
 

• Αλγεβρικός Τρόπος. 
Η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού συστήµατος δίνεται από την  

H s
G s

G s
K

s s K s s
n

n n

( )
( )

( )
=

+
=

+ +
=

+ +1 2 22

2

2 2

ω
ζω ω .  

Εξισώνοντας τους παρανοµαστές και έχοντας ότι ζ=0.45 προκύπτει ότι Κ=4.988. Οπότε έχουµε ότι ο απαιτούµενος 
ανάλογος έλεγχος για να επιτύχουµε την προδιαγραφή ζ=0.45 είναι Κp=4.988. Θα πρέπει να τονιστεί ότι ο αλγεβρικός 
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τρόπος χρησιµοποιήθηκε επειδή το προκύπτον κλειστό σύστηµα  είναι καθαρό δευτεροβάθµιο και υπάρχει ευχέρεια στις 
πράξεις. 

 
• Γεωµετρικός Τρόπος ( Χρησιµοποιείται συνήθως όταν το κλειστό σύστηµα είναι  βαθµού ανώτερου του 

δευτέρου).  
Σχεδιάζουµε κατά πρώτο το Γεωµετρικό τόπο του συστήµατος. Σχεδιάζουµε την ευθεία ζ=0.45 (είναι ευθεία που 

περνά από την αρχή των αξόνων και σχηµατίζει γωνία φ=cos-1ζ  µε τον αρνητικό ηµιάξονα) και προσδιορίζουµε το 
σηµείο που τέµνει τον Τόπο. Από το διάγραµµα προσδιορίζουµε το σηµείο -1+1.985j που αντιπροσωπεύει τον 
επικρατούντα πόλο µε το επιθυµητό ζ. Μας ενδιαφέρει όµως να υπολογίσουµε και την τιµή της απολαβής  Κ0 (στατική 
ακρίβεια) για την οποία οι πόλοι του κλειστού συστήµατος βρίσκονται στο εν λόγω σηµείο. Από την συνθήκη του µέτρου 

έχουµε ότι 1
)2( 985.11

0 =
+ +−= jsss

K
. Εκτελώντας τους υπολογισµούς έχουµε ότι Κ0=4.938.  

 
Αντιστάθµιση µε  Ανάλογο Ελεγχο+Ελεγχο Παραγώγου 

 
Παράδειγµα. ∆ίνεται το κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση και συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου την 

)2(
)(

+
=

ss
KsG . Ζητείται να υπολογιστεί η τιµή του ανάλογου ελέγχου ώστε  το κλειστό σύστηµα να έχει επικρατούντα 

πόλο το s0=-4+j8. 
 

• Αλγεβρικός Τρόπος. 
Αφού επιθυµούµε το κλειστό σύστηµα να έχει πόλο το s0=-4+j8 θα πρέπει το εν λόγω σηµείο να ικανοποιεί τη 
χαρακτηριστική εξίσωση, θα πρέπει συνεπώς να έχουµε p(s0)=0 από την οποία προκύπτει ότι  

[ ]K K s
s sp d+

+
+ =

1
2

1 0
( )   

για s=-4+j8. Αντικαθιστώντας έχουµε ότι  

[ ]K K j
jp d+ − +

− −
+ =( )

)
4 8

1
56 48

1 0
.  

Επιλύνοντας ως προς το πραγµατικό και ως προς το φανταστικό µέρος έχουµε ότι Κp-4Kd-56=0  και 8Kd-48=0. 
Τελικά προκύπτει ότι Κd=6 και Κp=80. Συνεπώς ο ελεγκτής έχει την µορφή Gc(s)=80+6s. 

 
• Γεωµετρικός Τρόπος (Χρησιµοποιείται συνήθως όταν το κλειστό σύστηµα είναι  βαθµού ανώτερου του 

δευτέρου)  
Σχεδιάζουµε το διάγραµµα πόλων και µηδενικών για το δοθέν σύστηµα, σηµειώνουµε  επίσης επί του 

διαγράµµατος και τον επιθυµητό επικρατούντα πόλο s0. Για να είναι το σηµείο s0 πόλος του κλειστού θα πρέπει ο 
Γεωµετρικός Τόπος του συστήµατος µετά την τοποθέτηση του ελεγκτή να διέρχεται από το εν λόγω σηµείο. Θα πρέπει 
τότε να ικανοποιείται η συνθήκη της φάσης και του µέτρου. Έχουµε συνεπώς για την συνθήκη της φάσης ότι 

 ή  .  0
00 180)()( −=∠ sGsGc

0
00 180)()( −=∠+∠ sGsGc

Όµως για τη φάση του αρχικού συστήµατος  έχουµε ότι  (είτε αριθµητικά είτε γεωµετρικά). 
Προκύπτει λοιπόν ότι ο ελεγκτής θα πρέπει να προσφέρει 40,6010. Οπότε έχουµε ότι  

0
0 601.220)( −=∠ sG

 

∠(Κp+Kds)s0=∠(Κp-4Kd+j8Kd)s0= 01 601.40
4

8
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−

dp

d

KK
K

tg .  

Επιλύοντας την έχουµε ότι Kp=13.336Kd. Από την συνθήκη του µέτρου έχουµε ότι 
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[ ] 1
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Τελικά προκύπτει ότι Κp 0.922=73.756  οπότε  Κp= 79.996 και    Kd=5.998 
 
 

Αντιστάθµιση προήγησης φάσης  
Η  µεθοδολογία σχεδιασµού αντισταθµητή προήγησης φάσης γίνεται ως επί το πλείστον µε βάση τον Γ. Τόπο, 

είναι µία πολύ χρήσιµη και σχετικά εύκολη διαδικασία όταν οι προδιαγραφές του συστήµατος δίνονται σε προδιαγραφές 
απόκρισης όπως συντελεστής απόσβεσης ζ, φυσική συχνότητα µε απόσβεση για τους επικρατούντες πόλους του κλειστού 
συστήµατος, µεγίστη υπερύψωση, χρόνος ανόδου, χρόνος αποκατάστασης ,κ.τ.λ. ∆ηλαδή εν κατακλείδι δίνεται ο 
επικρατούν πόλος του συστήµατος. 

Ας εξετάσουµε την περίπτωση που το προς µελέτη σύστηµα είναι ασταθές για όλες τις τιµές της απολαβής ή δεν 
έχει τις επιθυµητές προδιαγραφές. Τότε είµαστε αναγκασµένοι να τροποποιήσουµε το γράφηµα του Γεωµετρικού Τόπου 
στην περιοχή της αρχής των αξόνων και ειδικά στην περιοχή του φανταστικού άξονα ώστε οι επικρατούντες πόλοι να 
βρίσκονται σε επιθυµητές θέσεις στο µιγαδικό επίπεδο. Το πρόβληµα λύνεται µε την προσθήκη πόλων ή µηδενικών στο 
αρχικό σύστηµα ανοικτού βρόχου µε την χρήση αντισταθµητών (φίλτρων ) σε σειρά µε το αρχικό σύστηµα  

Οταν  η  µεταβατική  συµπεριφορά   του   συστήµατος   δεν   είναι ικανοποιητική το αντισταθµίζουµε µε 
αντισταθµητή προήγησης. Γενικά εκλέγουµε το µηδενικό του αντισταθµητού στο µεγαλύτερο  πραγµατικό  πόλο  (εκτός 
εκείνου στην αρχή) και βελτιώνεται κατά πολύ η απόκριση. Αν το σύστηµα είναι τύπου 0 τοποθετούµε το µηδενικό του 
αντισταθµητού στην θέση  του δεύτερου  µεγαλύτερου  πραγµατικού  πόλου.  Αν  θέλουµε  συγκεκριµένες προδιαγραφές 
µεταβατικής κατάστασης  προσδιορίζουµε  τους  πόλους  του ενεργού δευτεροβάθµιου συστήµατος µε τις επιθυµητές 
προδιαγραφές  (καθορίζουµε τους επικρατούντες πόλους) και απαιτούµε ο Γεωµετρικός Τόπος ριζών  να περνά από τους 
επιθυµητούς πόλους.  

Αλγεβρικός υπολογισµός του αντισταθµητή προήγησης φάσης 
∑ Από τις επιθυµητές προδιαγραφές προσδιορίζουµε την επιθυµητή θέση των επικρατούντων πόλων του 

κλειστού συστήµατος. 
  

∑ Υποθέτουµε ότι ο αντισταθµητής προήγησης είναι της µορφής  
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µε  λ 10 συνήθως,  και ακολουθείται από ενισχυτή µε απολαβή Α για τον προσδιορισµό της αντίστοιχης απολαβής. ≤

∑ Με βάση τον επικρατούντα επιθυµητό πόλο s0 απαιτούµε για το χαρακτηριστικό πολυώνυµο να ισχύει 

. 1 00 0+ =G s G sc p( ) ( )
οπότε έχουµε, από την τελευταία µιγαδική σχέση εξισώνοντας τα πραγµατικά και τα φανταστικά µέρη έχουµε δύο 
σχέσεις µε δύο αγνώστους τα rπ και rµ 

∑ Προσδιορίζουµε την απολαβή του ανοικτού βρόχου έχοντας υπολογίσει τη στατική ακρίβεια στον επιθυµητό 
πόλο. 

Προφανώς µετά τον σχεδιασµό του αντισταθµητή θα πρέπει να ελέγξουµε αν ικανοποιούνται οι επιθυµητές 
προδιαγραφές. Αν δεν ικανοποιούνται επαναλαµβάνουµε την διαδικασία σχεδιασµού τροποποιώντας την θέση του πόλου 
και του µηδενικού του αντισταθµητή. Αν κατά την πορεία σχεδιασµού προκύψει ότι απαιτείται σταθερά σφάλµατος 
µόνιµης κατάστασης µε µεγάλη τιµή, τότε χρειάζεται και ένας επιπλέον αντισταθµητής καθυστέρησης φάσης σε σειρά µε 
τον προϋπολογισθέντα αντισταθµητή προήγησης φάσης. 
 
Παράδειγµα.  ∆ίνεται το κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση και συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου 

την 
)2(

)(
+

=
ss
KsG . Ζητείται να υπολογιστεί η τιµή του ανάλογου ελέγχου ώστε  το κλειστό σύστηµα να έχει επικρατούντα 

πόλο το s0=-4+j8. 
 

• Αλγεβρικός υπολογισµός  
Ας υποθέσουµε ότι επιθυµούµε να σχεδιάσουµε αντισταθµητή προήγησης φάσης µε σταθερή απολαβή ανοικτού 

βρόχου Κ0=5. Τότε για τον επικρατούντα πόλο θα έχουµε ότι  
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)2(

1)( =+
+ss

sGc  ή )2()( +−= sssGc , µε Gc(s)=56+j48.  

Όµως έχουµε ότι 
sr
sr

sGc
π

µ

+

+
=

1
1

5)( . Τελικά  rµ=2.1856 και rπ=0.154, οπότε µ=-0.454 και π=-6,4945 και  λ=14.9 

(πηλίκο του µέτρου πόλου προς το µέτρο του µηδενικού). Η χαρακτηριστική εξίσωση του αντισταθµισµένου συστήµατος  
p(s)=1+Gc(s)G(s)=0 δίνει ρίζες στα s=-0.4, s=-4,05+j8,021. Με βάση τα προηγούµενα αποτελέσµατα θεωρούµε την 
αντιστάθµιση επιτυχή. Αν όµως δεν προέκυπταν αρνητικοί αριθµοί το µηδενικό και ο πόλος του συστήµατος ή το λ ήταν 
αριθµός πολύ µεγάλος θα έπρεπε να ξαναπροσπαθήσουµε να σχεδιάσουµε τον αντισταθµητή αλλάζοντας το Κ0 ή 
τοποθετώντας διπλό ή πολλαπλό αντισταθµητή. 

• Γεωµετρικός υπολογισµός  
∑ Από τις επιθυµητές προδιαγραφές προσδιορίζουµε την επιθυµητή θέση των επικρατούντων πόλων του 

κλειστού συστήµατος. 
∑ Σχεδιάζουµε το διάγραµµα του Γεωµετρικού Τόπου και ελέγχουµε αν οι επιθυµητοί πόλοι του συστήµατος 

βρίσκονται επί του γραφήµατος. Αν όντως βρίσκονται, µε ρύθµιση της απολαβής είναι δυνατό να έχουµε τις επιθυµητές 
προδιαγραφές, προς τούτο υπολογίζουµε την στατική ακρίβεια στον εν λόγω πόλο και έτσι έχουµε το µέτρο της 
απολαβής. Αν οι επιθυµητοί επικρατούντες πόλοι δεν βρίσκονται επί του Τόπου τότε υπολογίζουµε τη φάση της 
συνάρτησης µεταφοράς του ανοικτού βρόχου στον επιθυµητό επικρατούντα πόλο. Υπολογίζουµε την υπολειπόµενη 
γωνία φ που απαιτείται ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη της φάσης. ( ) Τη διαφορά φάσης θα την 
προσφέρει ο αντισταθµητής προήγησης αν ο Γεωµετρικός Τόπος διασκευαστεί και περάσει από τους επιθυµητούς 
επικρατούντες πόλους 

o
c sGG 180)( 0 −=∠

∑ Υποθέτουµε ότι ο αντισταθµητής προήγησης είναι της µορφής  
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 και ακολουθείται από ενισχυτή µε απολαβή Α για τον προσδιορισµό της αντίστοιχης απολαβής. 
∑ Αν δεν επιβάλλεται κάποιος περιορισµός για το σφάλµα µόνιµης κατάστασης προσδιορίζουµε τη θέση του 

µηδενικού και του πόλου για τον αντισταθµητή ώστε να συνεισφέρουν στην φάση του όλου συστήµατος την 
υπολειπόµενη γωνία φ. Αν δεν υπάρχει καµία άλλη απαίτηση τότε σχηµατίζουµε όσο πιο µικρό λ µπορούµε, συνήθως 
λ 10~15, που έχει σαν αποτέλεσµα µεγάλη τιµή για το Κ, πράγµα επιθυµητό. ≤

∑ Προσδιορίζουµε την απολαβή του ανοικτού βρόχου έχοντας υπολογίσει τη στατική ακρίβεια στον επιθυµητό 
πόλο. 

Προφανώς µετά τον σχεδιασµό του αντισταθµητή θα πρέπει να ελέγξουµε αν ικανοποιούνται οι επιθυµητές 
προδιαγραφές. Αν δεν ικανοποιούνται επαναλαµβάνουµε την διαδικασία σχεδιασµού τροποποιώντας την θέση του πόλου 
και του µηδενικού του αντισταθµητή. Αν κατά την πορεία σχεδιασµού προκύψει ότι απαιτείται σταθερά σφάλµατος 
µόνιµης κατάστασης µε µεγάλη τιµή, τότε χρειάζεται και ένας επιπλέον αντισταθµητής καθυστέρησης φάσης σε σειρά µε 
τον προϋπολογισθέντα αντισταθµητή προήγησης φάσης. 

Για τον υπολογισµό της ακριβούς θέσης του µηδενικού και του πόλου συνήθως χρησιµοποιούνται οι παρακάτω 
µεθοδολογίες 

∑ Μεθοδολογία Dorf 
∆ίνεται το κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση και συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου την 

)2(
)(

+
=

ss
KsG . Ζητείται να υπολογιστεί η τιµή του ανάλογου ελέγχου ώστε  το κλειστό σύστηµα να έχει επικρατούντα 

πόλο το s0=-4+j8. 
Σχεδιάζουµε το διάγραµµα πόλων και µηδενικών για το δοθέν σύστηµα, σηµειώνουµε  επίσης επί του 

διαγράµµατος και τον επιθυµητό επικρατούντα πόλο s0. Για να είναι το σηµείο s0 πόλος του κλειστού θα πρέπει  ο 
Γεωµετρικός Τόπος του συστήµατος µετά την τοποθέτηση του ελεγκτή να διέρχεται από το εν λόγω σηµείο. Θα πρέπει 
τότε να ικανοποιείται η συνθήκη της φάσης και του µέτρου. Έχουµε συνεπώς για την συνθήκη της φάσης ότι 

 ή . Όµως για τη φάση του αρχικού συστήµατος  έχουµε ότι 

 (είτε αριθµητικά είτε γεωµετρικά). Προκύπτει λοιπόν ότι ο αντισταθµητής θα πρέπει να 

0
00 180)()( −=∠ sGsGc

0
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0
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προσφέρει 40,6010. Οπότε έχουµε ότι 0
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. Σύµφωνα µε την µεθοδολογία Dorf επιλέγουµε 

το µηδενικό του αντισταθµητή κάτω ακριβώς από τον επικρατούντα πόλο και προσπαθούµε να προσδιορίσουµε τη θέση 
του πόλου για τον αντισταθµητή προήγησης. 

0
00 90π)()( −=+∠−+∠= ss µΤότε όµως µ=-4 και  οπότε προκύπτει ότι π=-

10.857, οπότε λ=2.717. Η συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου του αντισταθµισµένου συστήµατος δίνεται από την 
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Για τον προσδιορισµό της κατάλληλης ενίσχυσης Κ0 που χρειαζόµαστε για να περνά ο Γεωµετρικός Τόπος του 
αντισταθµισµένου από τον επιθυµητό επικρατούντα πόλο θα χρησιµοποιήσουµε την συνθήκη του µέτρου.  

Πράγµατι  
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sGsGc  οπότε Κ0=97.142.  

Τελικά λοιπόν έχουµε για την συνάρτηση µεταφοράς ανοικτού βρόχου του αντισταθµισµένου συστήµατος ότι 
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 Η χαρακτηριστική εξίσωση του αντισταθµισµένου συστήµατος  p(s)=1+Gc(s)G(s)=0 δίνει ρίζες στο s=-4.857 , s=-
3.999+j8.000. Με βάση τα προηγούµενα αποτελέσµατα θεωρούµε την αντιστάθµιση επιτυχή. Αν όµως είχε προκύψει ότι 
ο αντισταθµητής έπρεπε να προσφέρει αρνητική γωνία επειδή αυτό δεν είναι εφικτό θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουµε 
διπλό ή και πολλαπλό αντισταθµητή προήγησης φάσης. Για κατασκευαστικούς λόγους απαιτούµε λ≤ 10~15, αν δεν 
ικανοποιείται η παραπάνω απαίτηση τότε χρησιµοποιούµε διπλό ή και πολλαπλό αντισταθµητή προήγησης φάσης. 

 
Βέβαια µπορεί ο αναγνώστης να τοποθετήσει ο ίδιος σε ποια θέση επιθυµεί το µηδενικό του αντισταθµητή και 

στην συνέχεια µε το κριτήριο της φάσης να προσδιορίσει τη θέση του πόλου. Είναι όµως πιθανόν µε αυτή την  επιλογή 
του να απαιτείται κατασκευή δικτυώµατος µε πάρα πολύ µεγάλες τιµές των αντιστάσεων και των πυκνωτών που ίσως να 
µην κατασκευάζεται ο αντισταθµητής.   

Στη βιβλιογραφία µπορεί ο αναγνώστης να βρει πληθώρα άλλων µεθοδολογιών µε πιο διαδεδοµένες τις 
∑ Μεθοδολογία ∆ιχοτόµου 
∑ Μεθοδολογία προκαθωρισµένης γωνίας  
∑ Μεθοδολογία Del Toro 
   
 
 

Σχεδιασµός P.I.D ελεγκτή. 
Ο P.I.D ελεγκτής χρησιµοποιείται όταν δεν έχουµε ικανοποιητική µόνιµη και µεταβατική κατάσταση για 
κάποιο σύστηµα. Στο σηµείο αυτό θα αναπτύξουµε µια µικτή αλγεβρική και γεωµετρική µέθοδο υπολογισµού 
των παραµέτρων µέσω από ένα παράδειγµα. 
Παράδειγµα. ∆ίνεται κλειστό σύστηµα µε µοναδιαία αρνητική ανάδραση και συνάρτηση µεταφοράς για τον 

απ' ευθείας κλάδο την 2

400( )
( 30 200)

G s
s s s

=
+ +

. Να σχεδιαστεί P.I.D ελεγκτής ώστε το νέο κλειστό σύστηµα 

να έχει  σφάλµα µόνιµης κατάστασης 10% για συνάρτηση επιτάχυνσης, υπερύψωση 10% και χρόνο 
αποκατάστασης 2sec.  
Λύση. Το αρχικό σύστηµα είναι σύστηµα τύπου 1 οπότε θα έχουµε σφάλµα ταχύτητας  1

v
vk=e µε 

0

400lim ( ) 2
200v s

k sG s
→

= = =  άρα 1 0.52ve = = .  Η συνάρτηση µεταφοράς του ελεγκτή θα είναι 

, το τελικό σύστηµα µε τον ελεγκτή θα είναι σύστηµα τύπου 2 οπότε θα έχουµε 
σφάλµα µόνιµης κατάστασης το   

( ) (1 1/ )c p dG s k r s r s= + + i
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20

400lim ( ) ( ) . (1 1/ ) 2
( 30 200)

p
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i

k
k s G s G s k r s r s

s s s r→
= = + +

+ +
= , οπότε θα πρέπει σύµφωνα µε 

τις απαιτήσεις του προβλήµατος να έχουµε  12
0.1

p

i

k
r
= , δηλαδή 5p ik r= . Για το σύστηµα µας όµως δίνεται 

απαίτηση για υπερύψωση και για χρόνο αποκατάστασης. Γνωρίζουµε όµως ότι 
2

xp( ) 0.1,
1

h e ζπ
ζ

= − =
−

µε 

ζcos =φ  και , οπότε ln(0.1) / tancπ φ= −  µε 0.733 1/ tanφ− = − , οπότε tan 1.364φ = 053.759φ =µε  και 

0.591=ζcos =φ . Από την απαίτηση του χρόνου αποκατάστασης έχουµε  %24

n

για
ζω

=t s  οπότε ωn 

=3.384. Για τον επικρατούντα πόλο έχουµε ότι 2
0 nω j= − ± nω 1ζ ζ− 1.997s j= − ± 2.73 ≈ 2 2.73− ± j . Οι 

πόλοι του νέου κλειστού συστήµατος προκύπτουν από την εξίσωση p(s)=1+G(s)Gc(s)=0. 
 3 230s= + 2 1) 0i d + =( ) (p s s 200 s+ ) 400 (i p is r s k r s rr+ +

4 3 2( ) ( 30 (200 400 ) 400 400 / 0p d p p ip s s s k r s k s k r= + + + + + =

5p ik r=

. Για την επίλυση του προβλήµατος µας έχουµε 
τις δύο σχέσεις. Όµως επειδή   έχουµε ότι  

4 3 2( ) ( 30 (200 400 ) 400 2000 0p d pp s s s k r s k s= + + + + + =

0 2 2.73s j≈ − ±

. την εξίσωση αυτή πρέπει να την επαληθεύει ο 
επικρατούν πόλος . Τελικά προκύπτουν δύο εξισώσεις  οι Real(p(s))=0, Imag(p(s))=0 µε δύο 
αγνώστους το kpκαι rd. 
 
 




